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Szkic wystapienia

© Podstawowe zagadnienia i problemy statystyki
@ Opis metody bootstrap
© Zastosowania metody bootstrap

@ Troche uwag technicznych
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Statystyka — pierwsze przyblizenie

e Populacja
o Badana cecha i jej rozktad w populacji

@ Préba

Jak na podstawie zebranej préby oszacowac rozkfad badanej cechy
w populacji?
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Statystyka — spojrzenie matematyka

@ Rozktad prawdopodobienstwa cechy w populacji — dany przez
dystrybuante F.

@ Préba: ciag realizacji niezaleznych zmiennych losowych X, o
rozktadzie F.

@ Estymacja pewnej charakterystyki liczbowej rozktadu badanej
cechy w populacji: statystyka T jako funkcja liczona na
podstawie préby.
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Statystyka — spojrzenie matematyka

Czy préba potrafi powiedzie¢ co$ o rozktadzie, z ktérego pochodzi?
Dystrybuanta empiryczna z préby

1<j<n: X<
Fap)= TLSISnEXsx) - o

spetnia:
1) dla kazdego x € R zachodzi réwnos¢ Efr (F ( ))

= (X)
2) dla kazdego x € R mamy Pg ( I|m Fn(x )

3) dla kazdego x € R rozktad zmiennej IosoweJ

Vi(Fa(x) — F())
VECO - F(x)’

przy n — oo dazy do rozktadu normalnego N(0,1).
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Statystyka — spojrzenie matematyka

Podstawowe twierdzenie statystyki matematycznej

Twierdzenie (Gliwienki-Cantelliego)

Pg ( lim sup |Fp(x) — F(x)| = O) =1

n—oo x€R
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Jak estymowaé wartos¢ badanego parametru

Jakie charakterystyki liczbowe rozktadu badanej cechy (badanych
cech) w populacji prébujemy opisaé?

@ wartos¢ Srednia;

e wariancje (odchylenie standardowe);

@ mediang;

@ wspotczynnik korelacji zmiennych losowych;

@ réznice wartosci $rednich dwdch zmiennych losowych;
@ wspotczynniki regresji liniowej;

@ co tylko nam przyjdzie do gtowy...
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Jak estymowaé wartos¢ badanego parametru

Zwykle nie trzeba zastanawiac sie nad tym JAK estymowaé wartosé
danego parametru na podstawie zebranej préby xi, xo, ..., X5, np.
wiadomo, ze estymatorem optymalnym dla wartosci Sredniej jest

T(X1,.., X Zx

Jest to bowiem estymator nieobcigzony, zgodny i najefektywniejszy.
Zastosowanie innego estymatora (nieobcigzonego) pogorszytoby
precyzje szacunku.
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Co wiec stanowi problem?

Z punktu widzenia matematyki:
@ nie jest problemem zebranie prébki

@ nie jest problemem policzenie oceny estymowanego parametru

Jaka jest wiarygodnos¢ uzyskanego wyniku?
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Jak okresli¢ wiarygodno$¢ uzyskanego wyniku

Dwa réwnowazne podejscia:

@ testowanie hipotez

@ estymacja przedziatéw ufnosci
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Co musimy wiedzie¢ by ustali¢ wiarygodnos¢ uzyskanego

wyniku?

Najlepiej, gdy znamy rozktad badanej statystyki T(Xi,...., Xp).
Czy w ogble mozemy taki rozktad poznad?

W wielu przypadkach tak!

Przypomnijmy najbardziej znane — i najczesciej wykorzystywane —
twierdzenia statystyczne.
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Rozktad prawdopodobienstwa sredniej z préby dla rozktadu
N(m, o)

Twierdzenie
Jezeli rozktad cechy w populacji jest rozktadem N(m, o), to
rozkfad statystyki

T(X1,.., Xn ZX

Jest rozktadem normalnym N(m, %)
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Przyktad rozktadu statystyki
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Rysunek 1 - Empiryczny rozkfad Rysunek 2 : Empiryczny rozktad
estymatora wartosci sredniej dla estymatora wartosci Sredniej dla
zmiennej losowej o rozktadzie zmiennej losowej o rozktadzie
N(4,v/2). Préba o licznosci n = 11 N(4,/2). Préba o licznosci n = 21
powtdrzona M = 9999 razy powtérzona M =.9999 razy
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n

1 - N
Dla S? = . E (Xi — X)? oraz 5% = P 1 E 2 mamy
i=1 i—1

Twierdzenie

Jezeli rozktad cechy w populacji jest rozktadem N(m, o), to
statystyki
- nS? ., (n—1)8?

ma rozktad t-Studenta o n — 1 stopniach swobody.
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Twierdzenie

Jezeli rozktad cechy w populacji jest rozktadem o ciagtej
dystrybuancie F i gestosci f, to gestos¢ brzegowa dla kazdej k-tej
statystyki pozycyjnej Xx), 1 < k < n przyjmuje postac:

n!

809 = Gepign =1 (FON (1= FOay ™ £,
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Przyktad do policzenia "na palcach” - rozktad

zero-jedynkowy

W przypadku rozktadu zero-jedynkowego P(X =1) =p
P(X = 0) =1 — p, rozktad statystyki wartosci $redniej z proby (T)
daje sie policzy¢ bardzo prosto:

e dla X1, Xp, ..., X, przestrzen préb ma posta¢ {0,1}", zatem
mozliwe wartosci statystyki T to {5, = %, cos ks
o dla kazdego k € {0,1,2,...,n} réwnos¢ T = % zachodzi

wtedy i tylko wtedy, gdy wsrdéd wartosci préby byto k jedynek
i n— k zer, zatem

P(T=1)- (Z) P~ p)

tzn, statystyka nT ma rozktad Bernoulliego B(n, p),

@ z powyzszego otrzymujemy natychmiast np. E(T) = p,
Var(T) = +p(1 - p).
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Jak okresli¢ przedziat ufnosci?

Jezeli estymujemy parametr 6, to przedziatem ufnosci o
wspotczynniku ufnosci 1 — oo nazywamy taki przedziat (61, 62), ze

PO < 6;) = % PO > 6,) = %

gdzie 61 i 6, sa funkcjami wyznaczonymi na podstawie proby
losowe;.

Twierdzenie

Jezeli znany jest rozkfad nieobciazonego estymatora T parametru
0, to konce przedziatu ufnosci mozemy wyliczy¢ ze wzoréw:
01 =1t— tl_%, 0=t — t%, gdzie

P(T - E(T) < tg) =5 = P(T = E(T) > ti_g).
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Jak okresli¢ przedziat ufnosci?

Na przyktad

Twierdzenie

Jezeli rozktad cechy w populagji jest rozktadem N(m, o), to
przedziat ufnosci dla parametru m jest nastepujacy

o
agyrents)
gdzie zg jest wartoscia dytrybuanty standardowego rozktadu
normalnego w punkcie 1 — 5.
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Przyktad standardowego wnioskowania statystycznego

1 | 2 | 3] 4|5 |6 | 7 |8 ]9 |10]|1
421460 | 1.82 [ 3.61 [ 426 | 228 | 4.96 | 5.34 | 4.09 | 4.21 | 3.37

Tabela 1 : Préba losowa z rozktadu normalnego N(4,1/2)

JOL L]

Rysunek 3 : Wyniki losowania 11-elementowe] proby z rozktadu
normalnego N(4,/2)
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Przyktad standardowego wnioskowania statystycznego —

c.d.

Z wylosowanej proby mozemy estymowaé wybrane parametry:
@ wartos¢ Srednia z préby wynosi 3, 89;
@ wariancja z préby wynosi 1.13;
@ odchylenie standardowe z préby wynosi 1, 06;

@ mediana z préby wynosi 4.21.
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Przyktad standardowego wnioskowania statystycznego —

c.d.

Przedziaty ufnosci dla wartosci $redniej przy zatozeniu, ze znamy
wariancje 02 = 2.

Zaktadamy, ze statystyka ma rozktad N(3,89; ﬂ/\/ﬁ) Przedziat
ufnosci na poziomie 95% dany jest przez odrzucenie "ogondw”.

0 2 4 6 8

Rysunek 4 : Hipotetyczny rozktad statystyki T. Obszar niebieski to
odrzucone "ogony"”, to co zostaje to przedziat ufnosci
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Przyktad standardowego wnioskowania statystycznego —

c.d.

Przedziaty ufnosci dla wartosci Sredniej:
@ przy zatozeniu, ze znamy wariancje 02 = 2;

@ przy zatozeniu, ze wariancje estymujemy z préby s> = 1,13;

z rozktadu normalnego ‘ z rozktadu t-Studenta
(3,05;4,72) | (3,17; 4,60)

Tabela 2 : 95% przedziaty ufnosci wyliczone na podstawie wartosci
estymatoréw dla préby z rozktadu normalnego
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Rozkfady znane i nieznane

A co zrobi¢, gdy nie znamy rozkfadu statystyki?

A co zrobi¢, gdy nie znamy w ogéle rozktadu zmiennej losowej
opisujacej ceche, ktoéra badamy?
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Metoda bootstrap

Punkt wyjscia: uzyskaliSmy probe z badanej populacji. Pewnie
niezbyt liczng — czy mozemy co$ wiecej powiedzie¢ o rozktadzie
badanej cechy niz to, co widzimy z histogramu uzyskanych danych?
A gdyby ta nasza prdba stata sie dla nas populacja? Gdyby$my
zapytali sie:

o Co stanie sie z oceng parametru, gdy nasza proba bedzie
ubozsza o jedno losowanie? Jaki wptyw ma kazdy z
uzyskanych wynikéw na warto$¢ estymatora? Metoda
" jackknife” .

o Co stanie sie, gdy z naszej n-elementowej probki wylosujemy
n-elementowa prébe prosta i policzymy warto$¢ estymatora na
takiej " probce z prébki”? Metoda "bootstrap”.

Praca: Bradley Efron, " Bootstrap Methods: Another Look at the
Jackknife”, The Annals of Statistics, 1979, Vol. 7, No. 1, 1-26.
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Opis metody bootstrap — wprowadzenie

Zaktadamy, ze mamy ciag niezaleznych rzeczywistych zmiennych
losowych X,, o tym samy rozktadzie F. Rozktadu F nie znamy —
chcemy jednak poznaé pewne jego wtasnosci. W szczegdlnosci
interesuje nas pewna charakterystyka liczbowa 6 rozktadu F i
wyliczajaca ja statystyka t. Wtedy 6 = t(F).

Dysponujemy jednak pewng informacja — zebraliémy skoriczona
prébke xi, x2, ..., x,. Probka ta wyznacza nam empiryczny rozktad
prawdopodobienstwa F, ktéry mozemy uznaé za aproksymacje
rozktadu F. Réwniez dla tego rozktadu F mozemy obliczy¢ wartosé
interesujacego nas parametru t = t(F).
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Opis metody bootstrap — rozwiniecie

Z rozktadem F robimy to samo, co przed chwilg zrobilismy z
rozktadem F: budujemy ciag niezaleznych zmiennych losowych X7,
X5, ..., X o rozktfadzie F. Czyli losujemy n-elementowa prébke,
ale jedynie ze zbioru {x1, x2, ..., x,}. Taka " prébka z prébki”
nazywana jest probka bootstrapowa (bootstrap sample). Oznaczmy
zmienna losowa zwracajaca prébe bootstrapowa symbolem X*. Dla
takiej prébki mozemy policzy¢é warto$¢ statystyki t i wprowadzié
zmienng losowa T* = t(X*).

Teraz mozemy tatwo zrobi¢ to, czego w zwyktej praktyce
badawczej zwykle nie da sie zrobié: powtarzamy proces losowania
probki bootstrapowej tak wiele razy jak chcemy. Otrzymujemy wiec
pewien cigg prébek X7, i =1,2,..., R i odpowiadajacych jej

wartosci statystyki t, t = t(X}).
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Opis metody bootstrap — zakonczenie

Zatozenie (Podstawowe zatozenie metody bootstrap)

Rozktad zmiennej losowej T* — t przypomina rozktad zmiennej
losowej T — 6.

Podsumowujac — kluczowa dla wykorzystania metody bootstrap we
wnioskowaniu statystycznym jest nastepujaca analogia: préba
bootstrapowa jest dla wylosowanej prébki tym, czym wylosowana
prébka dla catej populacji.

Jacek Gulgowski, Barbara Wolnik Metody matematyczne w medycynie



Metoda bootstrap — podstawowe zastosowanie

Rozktad zmiennej T* mozemy wykorzysta¢ do oszacowania
podstawowych parametréw statystyki T

@ obciazenia (bias)

b=1t"—t,

gdzie t* oznacza warto$¢ $rednia statystyki t wyliczana ze
wszystkich préb bootstrapowych (zaktadamy, ze mamy R
préb bootstrapowych), tzn.

L 1 &
th=—=>) t.
P

@ wariancji

1 R
* * _ 7x)2
ViiR—lZ(t’ ).

i=1
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Metoda bootstrap — przyktad zastosowania

Zbadajmy teraz metoda bootstrap estymator dla rozpatrywane;
wczesniej proby z rozktadu normalnego N(4,/2)

R (licznoé¢ préby) |t | obcigzenie | odchylenie standardowe
1000 3.8911398 | 0.0156 0.2918
10 000 3.8911398 | -0.0002 0.3063
. *]
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Metoda bootstrap dla rozktadu zero-jedynkowego — teoria

WidzieliSmy juz, ze w przypadku rozktadu zero-jedynkowego

P(X =1)=p, P(X =0) =1 — p, rozktad statystyki T wartosci
$redniej z proby, ktéra jest estymatorem parametru p, spetnia

nT ~ B(n,p), w szczegblnosci E(T) = p oraz

Var(T) = 2p(1 — p).

Dla zaobserwowanych wartosci préby xi, xo, . .., x, rozktad F jest
takze rozktadem zero-jedynkowym, ale o parametrze X, zatem
rozkfad statystyki T* spetnia nT* ~ B(n,X), dlatego E(T*) =X i
Var(T*) = %)‘((1 —X).

Metoda bootstrapowa zastosowana w tym przypadku databy
oszacowanie rozktadu T — p poprzez rozktad T* — X nastepujaco

E(T-p)~E(T*—%)=0

Var(T — p) &~ Var(T* — ) = Var(T*) = 1)7(1 - X),

n
a jak wiemy, 1x(1—x) — ip(1 - p), gdy n — oo.



Metoda bootstrap dla rozktadu zero-jedynkowego —

praktyka

Zr6bmy eksperyment z préba o licznosci n = 10 losowang z
rozktadu zero-jedynkowego o nieznanym parametrze
P(X = 1) = p. Badana przez nas statystyka to warto$¢ $rednia

T(X1, .00 Xn ZX

Wylosowana préba sktada sie¢ z 4 jedynek i 6 zer. Daje nam to
ocene parametru p réwna t = 0, 4.
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Metoda bootstrap dla rozktadu zero-jedynkowego —

praktyka

Popatrzmy na dystrybuante rozktadu zmiennej T*
(nT* ~ B(n;0,4)) (czerwona linia przerywana) oraz empiryczng t*
wynikajaca z préb bootstrapowych (czarne, ciagte odcinki):

Rysunek 7 : R =100 Rysunek 8 : Rysunek 9 :
R =1 000 R =10 000
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Metoda bootstrap dla rozktadu dwupunktowego — praktyka

A co bedzie, gdy rzeczywisty parametr p = 0,67 Czyli estymowana
warto$¢ jest wyraznie inna niz w rzeczywistosci. Natézmy na siebie
dystrybuanty rozktadéw T oraz T*. Liczba préb wynosi 10 000.

1.0

08
I

0.4

0.2
1

Rysunek 10 : R = 10 000
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Metoda bootstrap dla rozktadu dwupunktowego — praktyka

Popatrzmy na dystrybuante teoretyczng zmiennej T — p dla
p = 0,6 (czerwona linia przerywana) oraz empiryczng T* — t
wynikajaca z préb bootstrapowych (czarne, ciagte odcinki).

Rysunek 11 : Rysunek 12 : Rysunek 13 :
R =100 R =1 000 R =10 000
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Metoda bootstrap — przedziaty ufnosci

Przedstawmy kilka metod pozwalajacych oszacowaé przedziat, w
ktérym z prawdopodobienstwem 1 — o znajduje sie rzeczywista
wartos$¢ estymowanego parametru. Kazda z tych metod oparta jest
na pewnym naturalnym pomysle — wszystkie jednak daja inne
wyniki i warto wiedzieé, jak te metody dziataja — chocby po to, by
poznac ich dobre i zte strony.

W ponizszych metodach zaktadamy, ze budowany jest
rébwnomierny przedziat ufnosci na poziomie istotnosci « € (0,1),
tzn. taki, ze prawdopodienstwo btedu zaréwno prawo- jak i
lewostronnego wynosi 5. Szukamy wiec kwantyli qg oraz qi_g, tj.
wartosci dla ktérych
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Normal interval

Ten sposdb wyznaczania przedziatu ufnosci oparty jest na
zatozeniu, ze estymator ma rozktad asymptotycznie normalny.
Zaktadamy, ze zmienna losowa T — 6 ma rozktad N(0,/v), co
oznacza, ze nasz przedziat ufnosci dla poziomu « dany jest wzorem

(t = vz s t+/vz )

gdzie 79 = ®71(1 — ), czyli kwantyl rzedu 1 — «
standardowego rozktadu normalnego N(0,1).

Za parametry rozktadu tego estymatora przyjmujemy bootstrapowe
oszacowania dla t (czyli uwzgledniamy obcigzenie b!) oraz
wariancji v.
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Metoda kwantyli (percentile method)

Metoda polega na tym, ze ustalamy kwantyle 5 oraz 1 — 5
empirycznego rozkfadu zmiennej t; — kwantyle te wyznaczaja
poszukiwany przedziat ufnosci.

Jak znalez¢ kwantyle rzedu p? Jezeli liczba p(R + 1) jest
catkowita, to nie ma problemu — sortujemy wszystkie empirycznie
uzyskane wartosci t;, gdzie k =1,2,..., R i wybieramy te, ktéra
ma numer p(R +1).
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Metoda kwantyli (percentile method) — c.d.

Jezeli jednak liczba p(R + 1) nie jest catkowita, to odpowiednia
warto$¢ mozna interpolowac jako liczbe gdzie$ pomiedzy wartoscia
k-ta a k + 1-sza, gdzie k = |p(R + 1)|. Zwykle nie stosuje si¢ tu
interpolacji liniowej, ale oparta na skali normalnej. Daje to wzér:
-1 —1(_k
Ap(R41) = Gk + © )= (i) (Tk+1 — k)
R+1) = 10 k41 “1(_k +1 )
g O (g) — @ Hgir)

gdzie g, oznacza kwantyl rzedu p ze statystyki bootstrapowej t*
(kwantyl empiryczny).

Gdy préb bootstrapowych jest mato i p(R+ 1) < 1 lub

p(R+ 1) > R, to nie mozemy wskaza¢ odpowiedniej wartosci.
Rozsadnie jest wtedy przyjaé wartos¢ kwantyla réwna odpowiednio
najmniejszej badz najwiekszej uzyskanej wartosci.
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Podstawowa metoda bootstrapowa (basic bootstrap)

Popatrzmy na zaleznosci:

P(T—9 > ql_g) =

2
Opisalis$my prawdopodobienstwa, ze wartos¢ statystyki T lezy w
jednym z dwéch "ogondéw"” rozktadu prawdopodobienstwa
statystyki T. Nas interesuje zdarzenie przeciwne, tzn. sytuacja
kiedy warto$¢ statystyki T lezy w przedziale, ktéry pokrywa 1 — «
"masy” rozktadu zmiennej losowej T. Stanie sie tak, gdy
Przepiszmy zdarzenia T — 0 > qg oraz T-0< qi-g jako

0>T— q1—g oraz 0<T— q%.Wyznacza nam to przedziat na 6
dany jako

(t—qi-a,t—qa).
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Podstawowa metoda bootstrapowa (basic bootstrap)

(t—aqia,t—qz).

Tak zapisany przedziat jest oczywiscie mato praktyczny poniewaz
nie znamy rozktadu zmiennej losowej T — 6, nie znamy wiec jego
kwantyli. Chcemy jednak te kwantyle w jaki$ sposéb estymowaé. |
tu przydaje sie nasza analogia bootstrapowa: zaktadamy, ze
dobrym przyblizeniem rozktadu T — 0 jest rozktad T* —t. | to
kwantyle tego rozktadu chcemy znalez¢, i to te kwantyle q%, qil%

wstawimy do wzoru zamiast qg oraz gi_g.
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Podstawowa metoda bootstrapowa (basic bootstrap)

Z ogblnych rozwazan dotyczacych estymacji statystyk pozycyjnych
(kwantyli) dla ciggu niezaleznych zmiennych losowych Xi, ..., X, o
jednakowym rozkfadzie (danym przez dystrybuante K) wynika, ze

-1, J

EX; =K (m)
Oznacza to, ze dobrym estymatorem kwantyla rzedu p rozktadu K
(czyli wartoéci K~1(p)) jest wartoé¢ zmiennej X(p(n+1)), © ile
J = p(n+1) jest liczba catkowita. Zmienna losowa X(y(n+1))
oznacza j-tg w kolejnosci od najmniejszej wylosowang wartosé
zmiennej X; w n prébach.
W naszej sytuacji nieznang dystrybuanta K jest dystrybuanta
rozktadu T* — t, a jej kwantyl rzedu 5 mozemy estymowac
wartoscia t(*%(RH)) — t, co jest rozsagdnym estymatorem kwantyla

rzedu 5 zmiennej losowej T* — t. Mozemy wigc powiedzie¢, ze

* *
(t+t = ta-g)rRr1)r E+ = ta(ri1y)-



Metoda studentyzacji zmiennej losowe]

W metodzie tej wychodzimy z zatozenia, ze o ile nie znamy
rozktadu statystyki T — 6, to mozemy przyjaé, ze rozktad statystyki

T-6
Z=——
VvV
moze by¢ bliski N(0,1). Wariancja V jest tu wariancja zmiennej
losowej T — 6 (czyli tez zmiennej losowej T). To wariancja
estymatora T, a nie wyjsSciowej zmiennej losowej!
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Metoda studentyzacji zmiennej losowe]

Metoda bootstrapowa badamy teraz rozktad statystyki Z, czyli dla
danej préby bootstrapowej liczymy

L, tr—t
zZ =
Ve
gdzie v* jest pewnym estymatorem wariancji liczonym dla préby
bootstrapowej. Nastepnie do oszacowania przedziatu ufnosci dla
. . : L. o
statystyki t dla poziomu istotnosci a liczymy kwantyle rzedu 5
oraz 1 — 5 dla rozktadu z*. Oznaczmy te kwantyle symbolem z&
2

oraz zj_a Wtedy przedziat ufnosci dany jest wzorem:

(t—+v V*Zik_g, t— v*zz).

Kwantyle z& oraz z;_ o Oszacowane sj z empirycznego rozktadu z*
podobnie jak w metod2|e kwantyli.
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Metoda studentyzacji zmiennej losowe]

W metodzie tej kluczowe wydaje sie estymowanie wariancji: i to
zaréwno z prébek bootstrapowych y; jak i dla wyjsciowej préby y.
Oczywiscie mozna tu wzigé wariancje estymowana sama metoda
bootstrapowa, ale okazuje sig, ze lepsze wiasnosci daje estymacja
wariancji oparta na bardziej zaawansowanych metodach.
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Metoda studentyzacji zmiennej losowe]

Jesli chodzi o estymacje wariancji T to przede wszystkim warto tu
wymieni¢ " non-parametric delta method”, ktéra dana jest wzorem:

1 n
2
=5 I
L

gdzie /; jest tzw. "influence value”. dane jako /; = I(y;), gdzie

It[(1 —e)F + eH,] |
Oe e=0

I(y) = L(y, F) =

gdzie F jest empiryczng dystrybuanta zmiennej losowej (czyli
dystrybuantg wynikajgca z prébki), zas H, jest dystrybuanta
rozktadu jednopunktowego skupionego w y.

W praktyce "influence value” moze by¢ wyliczane jako " empirical
influence value”, ktére moze by¢ wyliczane jako numeryczne
przyblizenie pochodnej zdefiniowanej powyzej.
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Przedziaty ufnosci: inne metody

e metoda BC, (bias corrected and accelerated)

e metoda ABC (approximate bootstrap condence intervals)
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Przedziaty ufnosci: przyktady

Estymacje przedziatéw ufnosci dla poziomu 95% dla préb
bootstrapowych réznej wielkosci

o Dla 1 000 préb

Normal ‘ Basic ‘ Studentized ‘ Percentile ‘ BCa
(3.303, 4.448) | (3.304, 4.468) | (2.833, 4.438) | (3.315, 4.478) | (3.231, 4.408)

e Dla 10 000 préb

Normal ‘ Basic ‘ Studentized ‘ Percentile ‘ BCa
(3.291, 4.492) | (3.330, 4.512) | (2.870, 4.490) | (3.270, 4.452) | (3.186, 4.407)
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Co jeszcze mozemy zobaczyé

Dobrym nawykiem powinien by¢ rzut oka na histogram préb
bootstrapowych. Mozemy potraktowac to jako wskazéwke czy
bootstrap generuje sensowne wyniki. W koncu oczekujemy na to,
ze rozktad préb boostrapowych przypominaé bedzie rozktad
wartosci statystyki w populacji. W szczegdlnosci pewnymi
wskazéwkami co do rozktadu statystyki moze by¢ np. asymetria
rozktadu bootstrapowego. Z kolei rzut oka na wykres QQ
poréownujacy rozktad T* do rozktadu normalnego pozawala nam
stwierdzié, ze nie mozemy dla statystyki T zaktadaé rozktadu
normalnego.
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A co jesli rozktad T* nie jest normalny

Mozna zmodyfikowac¢ statystyke przy pomocy pewnej rosnacej
funkgji h tak, aby estymator h(t(-)) miat juz odpowiednie
wiasnosci — np. by zmienna h(T*) miata juz rozktad zblizony do
normalnego. Wtedy mozemy przedziat ufnosci zmiennej T* dla
poziomu « szacowal przy pomocy wartosci

h=Y(h(t) £ zoV/v*),

gdzie z, jest odpowiednim kwantylem rozktadu normalnego, zas v*
jest estymowang wariancja zmiennej h(T*).
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Podstawy teoretyczne

Twierdzenie

Niech 8, oznacza estymator kwantyla rzedu o uzyskany metoda
studentized boostrap lub metoda BC, dla préby licznosci n.
Woéweczas:

PO <b.)=a+0().

Twierdzenie

Niech 0., oznacza estymator kwantyla rzedu o uzyskany jedna z
metod normal interwal, kwantyli lub basic dla préby licznosci n.
Woéwczas:

P(0 < 8.) = a+ O(

N
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Regresja liniowa

Rozwazmy model regresji postaci
yi=f(x,pB)+e i=12,...,n,

gdzie y; jest wartosciag zmiennej objasnianej, x; realizacja wektora
zmiennych objasniajacych, €; - wartoscig skfadnika losowego,
natomiast (3 jest nieznanym wektorem parametréw, ktéry chcemy
estymowac.
Zaktadamy, ze

egi~F i=12...,n

Przypusémy, ze 5 estymujemy metoda najmniejszych kwadratéw
otrzymujac jego ocene 5’
Oszacowania wartosci skfadnikéw losowych sg wéwczas dane
poprzez A

é\,’ =Yi— f(X,',ﬁ) i = 1,2,...,n.

Jacek Gulgowski, Barbara Wolnik Metody matematyczne w medycynie



Regresja liniowa

Teraz definiujemy rozktad F poprzez
PF=¢)== i=12,...,n

Nastepnie wedtug tego rozktadu pobieramy prébke bootstrapowa
(e1,€%,...,€r), dla ktérej wyliczamy

yi=f(x,0)+ef i=1,2,....n

Otrzymane wartosci y;* wykorzystujemy do ponownej estymacji
metoda najmniejszych kwadratéw, tym razem dla modelu

yi=f(i,B)+& i=1,2,...,n

Jak zwykle w metodzie bootstrapowej, cata operacje powtarzamy
R razy i w wyniku otrzymujemy wartosci 57, 35, ..., B, ktére
stuza nam do oszacowania rozktadu S.
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Modyfikacje podstawowej metody

@ symetryzacja wynikéw
@ przydzielanie uzyskanym wynikom réznych wag
@ balanced boostrap

@ antithetic bootstrap
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Modyfikacje podstawowej metody: rézne wagi dla

uzyskanych wynikéw

W stosowanych metodach nie musimy zaktadaé, ze rozktad
empiryczny F z préby xi, ..., x, jest rbwnomierny, tzn. ze
A 1
P(F =x;)=~.

n
Réznym realizacjom zmiennej losowej mozna nadawacé rézne wagi —
tym samym modyfikujac rozktad F. Nie zmienia to idei metody
bootstrapowej — modyfikuje jedynie sposéb losowania préb
bootstrapowych.
Kiedy taka modyfikacja wag moze by¢ konieczna? Np. gdy zebrana
préba jest niejednorodna pod wzgledem wiarygodnosci (pewne
dane s3 mniej wiarygodne niz inne), albo gdy posiadamy
jakiekolwiek informacje wskazujace na charakter rozkfadu.
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Modyfikacje podstawowej metody: symetryzacja wynikow

Jezeli wiemy, ze zmienna losowa ma rozktad symetryczny, to
uzyskane wyniki mozna w sztuczny sposéb " zsymetryzowac”, tzn.
dla kazdej uzyskanej wartosci zmiennej losowej dofozy¢ wartosé
symetryczna do niej wzgledem np. mediany (ktéra wydaje sie tu
lepszym estymatorem dla wartosci wzgledem ktérej symetryczny
jest rozktad niz np. wartos$¢ $rednia).
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Modyfikacje podstawowej metody: balanced bootstrap

Mozna zagwarantowad sobie, ze we wszystkich wygenerowanych R
prébach bootstrapowych kazda z wartosci prébki xi, xo, ..., X,

wystapi tak samo czesto.

Jak mozna sobie to zagwarantowac? Np. budujac tablice
sktadajaca sie z R powtérzen ciagu (1,2, 3..., n), a nastepnie
losowo permutujac ta tablice. Tablica po permutacji znéw dzielona
jest na fragmenty dtugosci n — i kazdy taki fragment méwi nam,
ktére elementy préby wyjsciowej wybraé do préby bootstrapowej.
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Modyfikacje podstawowej metody: antithetic boostrap

Jezeli uporzadkujemy uzyskane wartosci probki

X1) S X2) SX) S - S Xy

to dla kazdej préby bootstrapowej mozemy dotozy¢ " anty-prébke”
polegajaca na tym, ze jesli w wyjsciowe]j probie pojawit sie element
pierwszy w kolejnosci, to w anty-prébie znajdzie sie element
pierwszy od konca. Jezeli w wyjsciowe] prébie byt element piaty, to
w anty-prébie powinien znalez¢ sie element piaty od koica, itp.
Daje to bardziej zbilansowany rozktad préb bootstrapowych — i
lepsze wtasnosci w estymowaniu przedziatéw ufnosci np. dla
mediany.
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Modyfikacje podstawowej metody: double boostrap

Kazda z uzyskanych préb boostrapowych mozna znéw potraktowac
procedurg boostrapowa — np. po to by estymowaé wariancje
rozktadu T* w metodzie studentyzacji zmienne;j.

Z kolei wykonywanie préb boostrapowych na prébach
bootstrapowych pozwala oszacowaé obcigzenie estymatora
statystyki t(X*), co pozwala estymowa¢ obciazenie obcigzenia
statystyki t, tym samym dajac precyzyjniejszy (asymptotycznie)
estymator obcigzania.
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Zastrzezenia do metody bootstrap

Btedy w metodzie bootstrap:

(1) btad prébkowania (prébka jako reprezentacja populacji)

(2) btad prébkowania bootstrapowego (wynikajacy z tego, ze nie
wszystkie probki bootstrapowe s3 wygenerowane) — ten bfad
mozemy kontrolowa¢ powtarzajac prébkowanie wystarczajaca
liczbe razy

Podstawowe zastrzezenie — metoda nie spetnia:

Reguta nr 1 (L. J. Gleser, The First Law of Applied Statistics)

Two individuals using the same statistical method on the same
data should arrive at the same conclusion
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Jak to w praktyce robic¢?

Symulacje wykonywane byty w pakiecie R przy pomocy biblioteki
boot oraz funkcji boot (), ktéra wykonuje procedure prébkowania
z podanego wektora danych odpowiednia liczbe danych. Ponizej
przedstawimy przyktad wykorzystania tej procedury.

W procedurze tej mozemy wykorzystaé w zasadzie dowolna
statystyke liczong na prébie x dowolnej licznosci. Funkcja zwraca
pewien obiekt, ktéry przechowuje wygenerowane dane. Ponizej
przyktad zastosowania:

samplemedian <- function(x, d) median(x[d])

b=boot (x,samplemedian,R=1000)

print (b)

plot(b)

boot.ci(b,conf=0.95)
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| tu juz koniec

Dziekujemy za uwage!
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